MATEMATYKA KL.I LO
LEKCIA data 07.05.2020r.
Temat: Dziedzina funkcji. Zbiér wartosci funkcji.
Dla kazdej funkcji mozemy poda¢ jej wtasnosci. Sg nimi:
- dziedzina funkgji,
- zbiér wartosci funkcji,
- miejsca zerowe funkcji,
- zbi6r tych argumentdw, dla ktérych funkcja jest dodatnia,
- zbiér tych argumentéw, dla ktdrych funkeja jest ujemna,
- monotonicznosé funkgji,
-najmniejsza i najwieksza wartosc funkgji,
- rdznowartosciowosc,
- parzystosc,
- okresowosc.

/Stopniowo bedziemy omawia¢ poszczegolne wiasnosci funkcji na kolejnych lekcjach. Dzisiaj
zajmiemy sig dziedzing funkgji: co to jest dziedzina funkgji i jak sie jg wyznacza w zaleznoéci od
sposobu opisania funkgji/.

DEFINICIA :
Dziedzing funkcji nazywamy zbiér wszystkich argumentéw x dla ktérych funkeja jest okregiona.
Dziedzine funkcji f najczesciej oznaczamy przez D £

Jezeli funkcja okreslona jest grafem, to dziedzing funkgji jest zbidr X, czyli zbi6r argumentéw x:

X= {xL X3, x3}

X=> Y lub f(x) =y Zbior X — dziedzina funkcji

Elementy zbioru X, czylizxq,x,,x3 — argumenty funkgji
Zbior Y- zbior wartosci funkcji

Elementy zbioru Y, czyli: y;, ¥, y3 — wartosci funkcji



- Jezeli funkcja opisana jest tabelka, to dziedzing funkdji jest gérny wiersz tabeli: X =D¢= {-2,-1,0,5}
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- Jezeli funkcja opisana jest wykresem, to dziedzine funkeji odczytujemy z osi OX /poprzez rzut

prostokgtny wykresu funkcji na o$ 0X/:
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- Jezeli funkcja opisana jest wzorem, to dziedzina tej funkcji zalezy od wzoru funkcii.

Wyznaczanie dziedziny funkcji opisanej wzorem:

Wyznaczanie dziedziny funkeji

Podczas wyznaczania dziedziny funkcji musimy pamietad, ze:

° dzielenie przez zero jest niewykonalne, w przypadku ulamka mianownik musi by¢ rézny od 0,

* liczba podpierwiastkowa nie moze byé ujemna

= liczba podpierwiastkowa w mianowniku pewnego ulamka musi by¢ liczba dodatnia

Kiedy wyznaczamy dziedzing pewnej funkcji, staramy sie patrzeé proscigj na to, co widzimy. Czyli kiedy
zobaczymy taki prosty wzér:
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Nasz tok rozumowania bedzie wygladal tak:

a
I. Jest to po prostu ulamek 7 diatego mianownik (ezyli b) ma by¢ rézny od zera

2

. Zauwazamy, ze 5 — 2. Zastanawiamy sie, czy jest tu jaki§ ulamek b pierwiastek, lecz na szczescie nie ma.
Zatemwitymprzypadku z ¢ R
3. Patrzymy na mianownik. Mamy p = z -+ 2. Niestety, poniewaz jest to mianownik (pamietamy ,,nigdy cholero
nie dzief przez zero!”), musimy zatozyé, 2e b#£ O, czyi z +2#0 = £ #£ -2,
4. Na koniec podsumowujemy wszystko. Czyli odrzucamy wszystkie x, kiére zostaly odrzucone w ktéryms§
punkeie. Czyli otrzymujemy = 52 —2, zatem dziedzing bedzie Dy = R\{-2}.

Spéjrzmy teraz na bardziej skomplikowany




vaemaryKa aia liceumy wer: Sja GO anku

54

:g~—-32

= 7 a9

I znowu banal...
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a
. Mamy ulamek -g » gdzie ¢ moze by¢ dowolne, a b rézne od zera

2

. Patrzymy na licznik @. I ZNOWU Mamy g = 2. Poniewaz kwadraty nas nie interesuja, nie wplywaja na
dziedzine funkcji patrzymy na ¢
e Noimamy ¢ = m - Wiemy, ze liczba podpierwiastkowa (w tym przypadku 2z — 3) musi byé
nieujemna, wiec rozwiazujemy nieréwno$é X & — 3 > (1 po prostym przekszalceniu otrzymujemy = 2> 3
- Teraz patrzymy na mianownik & = € - e - f_ ki6ry ma byé rézny od 0. Wykorzystujemy wiasnosé méwiaca, ze
Hoczyn pewnych liczb wynosi zero, gdy kidras 2 tych liczb jest réwna 0. Czvli w skedcie
d-e-f=0 < d=0Ve=0V F = 0. Irozwizzujemy, wykluczajac te liczby:
*d=0 = =0 = =0
*e=0= z-3=0= =3
* =0 = z2-4=0=— =4

(#Y]

Zatem £ # 0, £ # 3, T # 4. Ponadio, aby wyrazenie +/z mialo sens, x nie moze byé liczba ujemna,
zatem £ > .
4. Ipodsumowuvjemy: £ > 3,2 > 0.2#0,2 £ 3, = # 4. Zatem Dy = (3; +00)\{4} .
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Przyklad 1. Okresimy dziedzine funkeji f(z) = —. Wyrazenie —ma sens liczbowy jedynie wiedy, gdy
z z

% # 0, poniewaz gdyby x bylo réwne zeru musielibysmy wykonac dzielenie przez 0, a wszyscy dobrze wiemy, ze

nie wolno dzieli€ przez O (1:0 nie ma sensu Liczbowego). Wobec czego mozemy wywnioskowaé, e
Dy =R\{0} .

3z +2
Przyldad 2. f(=) = mAby okresli¢ dziedzing musimy wyznaczy¢ te wartosci x, dia kiérych

mianownik jest réwny 0, a nastgpnie wykluczyé te liczby z dziedziny:
(z—1)(z—2)=0

z wlasnosci iloczynu wiemy, 2e iloczyn ma wartosé zero, jesh ktdrykolwiek z ezynnikéw ma wartosei zero.
Wobec czego:

z—1=0lubz—-2=0
z=1lubz=2
Cayli Dy = R\{1,2} .

2z 2
Przykiad 3. f{z) = ———Poniewaz liczba podpierwiastkowa musi byé liczba nieujemna, ponadto
i Vz—2 : :

mianownik nie moze by réwny zeru, wiec liczba podpierwiastkowa musi by¢ wieksza od zera. Czyli
z—2>0=z> 2,awtedy Dy = (2; +o0).
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Przyklad 4. f(z) = Mianownik musi by¢ rézny od zera, wobec czego z* + 4 # 0 = 2% # ~4.

1
z2+4
Poniewaz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny (czyli zawsze 52 > 0), wigc z2nigdy nie bedzie

réwny liczbie 4. Otrzymujemy Dy =R |

Zbiér wartosci funkcji

DEFINICJA LA
Zbiorem wartodci funkcji nazywamy zbior tych elementéw zbioru Y, ktorym zostaly przyporzadkowane elementy ze " i\u
zbioru X. Zbitr wartoéci funkji fbedziemy oznaczaé przez Z Wy, §
ZW = {y: 3een, y = £(z)} N
— ﬂ\‘\

Zbidr wartosci mozemy takze rozumieé jako zbi6r wszystkich liczb (Scislej elememéw zbioru Y), ktére zostaly
wyznaczone przez zizutowanie jakiej$ funkcji np. fna of Y.

Przy wyznaczaniu zbioru wartosci funkcji niejednokrotnie warto wykonaé szkic funkcji. To prawie nic nie kosztuje, N
ale mozemy na tym wiele zyska¢. Poza tym osoba sprawdzajaca rozwiazanie naszego zadania moze uznaé rysunek ?“\
Jako pewnego rodzaju dowéd. Dlatego w wiekszosci podawanych przez nas przyktadéw bedziemy rysowaé wykres *}f
funkcji, ktéry w znacznej mierze moze nam ulatwic znalezienie zbioru wartosci funkgiji, a sprawdzajacym by¢ moze &“3)
umili zycie. Oczywiscie nie nalezy popada¢ w skrajno$é, czasami spokojnie moina pominac rysunek, edy
rozwigzanie widac juz na pierwszy rzut oka.

Zobaczmy na kilka przykladéw:

Przyklad 1. Mamy funkcje f(z) = 10. Niezaleznie, jakibySmy wybrali x i tak f{x) bedzie réwne 10. Dlatego
ez ZW; = {10} .
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Przyklad 2. Mamy funkcje flz) = 2. Wiemy, Ze funkcja ta przyjmuje wartosci nieujemne, ponadto dla g\

kazdego 3 > Oznajdziemy taki x, ze f(z) = ynp. gdy wezmiemy = = /¥, wtedy z2 = {\/g)2 = y. Tak

Ve

wiec ZW = [0; +00) . Nasze rozamowanie potwierdza rysunek.
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Przykiad 3. Wyznaczmy zbiér wartosci funkcji 4y = 9 — /2 — 9.
Pomy¢lmy... pierwiastek kwadratowy dowolnej liczby nigdy nie bedzie ujemny, co najwyzej réwny zero. Zatem
najmniejsza warto$é \/awynosi zero, gdzie g = 2 — 2x . Potem juz dla wigkszych a pierwiastek takze staje sie
coraz wickszy np. dla /400 = 20 < /10000 = 100- Zatem +/z dojdzie bardzo wysoko, bo az do -+o0 ,
czyli ZW 7 = [0; -++00). Ponadto od liczby 2 odejmujemy ten pierwiastek, zatem wszystko nam péidzie ,do
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g6ry nogami” przez znak ,-” (czyli ofrzymamy (—oo;(}] ), a nastepnie péjdzie o dwa ,do géry” otrzymujac

—0o0; 2|. Zatem ZW = (l—oo-2 "

dnak’nie zawsze dopadnie has natchinienie, wtedy musimy to zrobi¢ w standardowy sposéb:

* Wyznaczamy dziedzine. Liczba podpierwiastkowa musi by¢ nieujemna, zatem otrzymujemy nieréwnosé
2 — 2z > 0. Wykonujac kilka przeksztatcest otrzymujemy x < 1.
* Rysujemy wykres funkcji uwzgledniajac dziedzine. SporzadZmy w tym celu najpierw tabelke:

x {-2 -1}0 1 ‘D{E
Y|2-v6|0 |2 va|?| %,
Zatem wykres bedzie podobny do tego:
T8
N
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* otrzymujemy, z¢ ZW = (—oo0;2]

y x
Sekep, ... _ odlote, o907, 2020,

Miejsca zerowe funkcji

DEFINICJA

X
Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki arcument, dla ktGrego wartosc funkeji jest réwna 0 fezyli f{z) = 0]. \

Na wykresie funkcji f miejscami zerowymi beda miejsca przeciecia wykresu funkeji z osia OX.

* Przyklad 1 i

Funkcja f(z) = z + 2ma jedno miejsce zerowe dla  — —2. Mozemy to zacbserwowaé na wykresie albo ‘ i?y

rozwiazad réwnanie f{z) = 0: g\’
z+2=0 ‘;\\,\
= -2 Q\\
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Nie wszystkie funkcje posiadaja miejsca zerowe. Pokazuje nam to kolejny przykiad.
¢ Przyklad 2

Funkcja f(z) =z + 3, gdzie Dy = (—2;+oo)nie posiada miejsc zerowych. Wida¢ to na wykresie:
y
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Mozemy réwniez sprawdzié to algebraicznie:
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z+3=0 =-3
P — zch
z € (—2; +00) z € (—2;+00)
* Przyklad 3

/

Wyznaczmy migjsca zerowe funkeji f(z) = 2(z — 2)(z + 3).
flz}=0 <= 2(z-2}{z+3)=0
mozemy obustronnie dzieli€ przez 2 i otrzymujemy
(z—-2){z+3)=0 <= (z—2=0Vz+3=0) « (& =2V = ~3)
Zatem f(z) =0 <= z € {-3,2}.
e Przykiad 4
ZnajdZmy wszystkie x dla kidrych f(z) = 0,2 f(z) = 9 — z?. Czyli:
flz)=0 == 9—22=0
2 -9=0
Korzystajac, ze wzoréw skréconego mnozenia {z — a) (:1: =+ a) = gk a,zotlzymujemy:
(x—3)z+3)=0,czyliz —3=0lbz+3=0.
Zatem f{z) =0,gdy r = 3lub z = —3.
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