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4. Ciagi

4.1. Pojecie ciagu
1. Odgadnij regule, zgodnie z ktéra powstaja kolejne wyrazy ciggu, i uzupetnij bra-
kujace wyrazy.

a) 2,46, [ | [ ] 1214 ... o) 1, D AT D LI
b) 1L D L D d) 1,-4,9,-16, [ | [ |49, —64,...

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzinag jest zbiér liczb naturalnych
dodatnich.

2. a) Uzupelnij tabele z wyrazami n 1 2 3 4 5 6 7
ciagu, jedli sa one odwrotnosciami ko- a 1 1
. . . no 2 3 5 17
lejnych liczb pierwszych.
b) Uzupelnij tabele z wyrazami ciagu, n 1 2 3 4 5 6 7
jesli sa one odwrotnos$ciami kwadra- a 1
n 121

tow kolejnych liczb nieparzystych.

3. Naszkicuj wykres ciggu o podanych wyrazach.

a’) 57 57 ga ga ga ga ;7 ;7 C) 572, 372, 272, ;72,"'

Y Y

1 1

(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9% (0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9%
b) éa_éa 37_37 37_37 ;7_;7"' d) _%717_3727_373,_574,'”

Y
1 1
o 1 ¢ 1 r . 8 9 x o 1 : 1 7 X
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4. Naszkicuj wykres ciggu o wyrazach:
a) 2,222,222 2 2

b) — —1,1,-1,1, =1, 1, -1, ...
c) 1, -2,3,1, 231,—2,3,...
d)2,3,1,5,0, -3, -1, -3, -2, ...

5. Wpisz w kratki dwanascie poczatkowych wyrazow ciagu i naszkicuj jego wykres,
jesli:

a) n-ty wyraz ciggu réwna sie reszcie z dzielenia liczby n przez 3,

U el [ 2] o]

Y
2

1

(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X

b) n-ty wyraz ciagu réwna sie reszcie z dzielenia liczby n przez 4.

e

w

(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X

6. Wpisz w kratki pietnascie poczatkowych wyrazoéw ciagu, ktérego n-ty wyraz
réwna sie reszcie z dzielenia liczby n? przez 5.

RN

7. Wypisz szes¢ poczatkowych wyrazéw ciagu bedacych kolejnymi przyblizeniami
dziesietnymi podanej liczby.

a) V2 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 /2 ~ 14142135623730050488
b) V3 V3 = 1,7320508075688772935

o) 7 T~ 3,1415926535897932385
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4.2. Sposoby okreslania ciagu

8. Ciag okredlony jest wzorem ogdlnym
Qn

N S )

10. Wyznacz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ).

= n? + 1. Uzupelnij tabele.

2%

2%

an

an

2%

=3n

. Podaj pieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (an).

2 3 4 5 6
5 10

(1,1:3,(1,2:6,(1,3:97(1,4:12,0,5:15

=3n—-1

=4n+1

(—=1)n-2n a; = (—1)!
az =

In —2|

’/l3 —’/l2

n? —3n

Lol —

-2

k)

ag =

ayq =

11. Wypisz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (ay ).

2)

Ap =

2%

an

2%

o
L
{

¥

n
1

2n

82 3

N3

dla n nieparzystych
dla n parzystych

dla n nieparzystych
dla n parzystych

dla n nieparzystych
dla n parzystych

dla n nieparzystych
dla n parzystych

4.2. Sposoby okreslania ciggu
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12. Na klaséwce nalezalo obliczy¢ sze$é poczatkowych wyrazow ciagu:
ap = (=1)"* . (n? - 9).

Jeden z uczniow podal ponizsze odpowiedzi. Ktore z nich sa btedne? Podaj poprawne
wartosci.

a; =8
as =5
a3 =0
as =17
as = 16
ag = —25

13. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) i podaj jego wzdr ogdlny, jesli
jest to ciag kolejnych liczb parzystych:

a) o pierwszym wyrazie réwnym 6, 6,8, 10,12, 14, a,=2n+4
b) o pierwszym wyrazie réwnym 0,

¢) wiekszych od 11,

d) wiekszych od 107.

14. Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciagu (wzoér ogélny ciggu) o podanych wyrazach.

11 1 1 _ 1 101 101 1

a) 17479716725"" On = p2 d)_2’47_8’ 160 320 "
11 1 1 1 1 101 101

b) 27 47 67 8 107 " e) 27 740 8 167 327 "

) 5, 0o, f) —1,3, 5,7, -9, ...

15. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru?

a) a, =(n—3)(n+2) c) an,=(n+3)(n+2)
(n=3)(n+2)=0
n=3lubn=-2

sprzeczne
zatem ag = 0

b) a, = (n—3)(n—2) d) ap=02n—1)(n—2)
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16. Ktore wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru?

a) a, =n?>—6n+5

b) a, = n%(n? — 16)

c) an = (n?>—3)(n*—4)

2
__ n“=3n+2
d) Qn = n+1

n?—9n+14
T n2-+4

17. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne jeden?

n? —3n+6

a) On = n+2

18. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa wigksze od liczby m?

a) a, =10-n2, m=0

b) a,=n%>-9, m=6

¢) ap=-n?+3n, m=—4

d) a, =n?—3n, m =10

4.2. Sposoby okreslania ciggu

71



4.3. Ciagi monotoniczne

o ) Ciag (a,) jest rosnacy, jesli dla kaz-
19. Wykaz, ze ciag (an) jest rosnacy. dego n € N, spelniona jest nieréw-
108¢ ani1 > a, (czyli a1 —a, > 0).
a) ap,=n%>-9 anp1=Mm+1)2-9=n2+2n+1-9=n2?+2n—8
Api1 — = (n?+2n —8) — (n? —9) = 2n + 1 > 0 dla kazdego n € N,

zatem ciag (a,) jest rosnacy

=
3

Ay =

[

¢) ap=n?+4n—3

Ciag (an) jest malejacy, jesli dla kaz-
dego n € N, spelniona jest nieréw-
108¢ ant1 < a, (czyli a1 — a, <0).

20. Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

a) a, = 100 — n?

b) a, =n — 2n?

21. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a) ap =3—5n c) a, =2n*>-6 e) a,=-n?>—4n+5

b) a, =v2n —4 d) anz—%n2+3 f) ap=n2-n—6
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22. Uzupelnij definicje.
a) Ciag (a,) jest niemalejacy, jesli
b) Ciag (a,) jest nierosnacy, jesli

23. Okresl monotonicznoéé ciagu o podanych wyrazach.
a)l1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,... niemalejacy
b) —1, -1, =2, =2, =3, =3, —4, —4,

) 1 1 1 1

o

’ a a a4a4a5757"'
1 1 1 1 1 1
d) 7 T 37 3" 40 40 5 5oyt

24. Wykresl z podanego ciagu czesé liczb tak, aby pozostate liczby tworzyly ciag:
a) rosnacy: 1,1, —1, —1,2,2, -2, —-2,3,3, -3, —3,4,4, -4, —4,5,5, =5, —5, ...
b) malejacy: 1, 1, —1, —1, 2, 2, —2, —2, 3,3, =3, —3,4,4, -4, —4,5,5, =5, =5, ...
¢) niemalejacy, ktory nie jest ciagiem rosnacym:

1,1, -1,-1,2,2, -2, -2,3,3, -3, =3,4,4, =4, —4,5, 5, =5, =5, ...
25. Wykaz, ze ciag a, = 3n — n? jest nierosnacy.

Ap41 =

Ap41 — Ap =

2

26. Uzasadnij, ze ciag a,, = 9n — n* nie jest monotoniczny (wskazéwka: oblicz kilka

poczatkowych wyrazéw tego ciagu).
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4.4. Ciag arytmetyczny (1)

27. W poniedzialek Zbyszek wlozyl do skarbonki 15 zl.
Kazdego nastepnego dnia wrzucat do skarbonki
po 8 zl. Uzupelnij diagram przed-

stawiajacy stan jego
oszczednosci.

a7 =

niedziela

a5 = sobota

piatek

Ay =
czwartek

az =

ap =23 Sroda Ciag liczbowy (a,,) nazywamy cig-
wtorek 5 AP
— giem arytmetycznym, jezeli istnie-
poniedzialek je taka liczba r, ze kazdy wyraz
ciagu, oprécz pierwszego, powsta-
je przez dodanie tej liczby do wy-
28. W poniedziatek Tomek mial w skarbonce razu poprzedniego:
300 zl. Od wtorku codziennie wyjmowal ze Ont1 = On + 7

dla kazdego n € N_..

skarbonki po 35 zt. Podaj stan oszczedno$ci . o .
Liczbe r nazywamy réznica ciagu.

Tomka w kolejnych dniach tygodnia.
Pon. Wt. Sr. Czw. Pt. Sob. Niedz.

a1 = 300 ag = 265 az = Ay = as = ag = a7 =

29. Wyznacz wzor ogdlny po-
danego ciggu arytmetycznego.
Oblicz setny wyraz tego ciagu.

Wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) o pierw-
szym wyrazie a; 1 r6znicy r ma postac:
an=a1+ (n—1)r

a) 1,3,5,7,9,... b) 6,653,635, 7,75,... ¢) 6,2 -2 —6,—10,...
r=2
an=1+(n—-1)-2=
=2n—1

aipp = 2. 1007 1= 199

30. Oblicz wskazane wyrazy ciagu arytmetycznego (ay,), jesli r jest jego réznica.

a) a; = —10,r =3 b)a1=5,r:—§
as = a7 =
aip = a3z =
a15 = aig =
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31. Miedzy podane liczby wpisz taka liczbe, aby otrzymac Teselll odby @, B @

kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. sa kolejnymi wyra-
zami ciagu arytme-
a) 18, ; 32 b) -7, , —19 c) 3, , —14 tycznego, tob = “F¢.

32. Uzupelnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego.

a) 10, , , 34 c) 10, , , , , , 34
10 + 3r = 34
3r =24
r=28

b) 5, , , 32 d) 34, , , , 10

33. Uzupelnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego.
a) ) ) ) 187 ) 19 C) ) 27 ) ) ) 14

4 _5
b) 177 ) a117 ) d) ) ) ) s T 3% 7 3

34. Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego (a,).

a) a2:—7,a8:11 b) a9:60,a21:0 C) a4:1§,a11:4
ag = ap + 67
11 =-746r
stad r = 3
ag = a; + 71
—7=a1+3
stad a1 = —10
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35. Dla jakich warto$ci x podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycz-
nego? Podaj réznice tego ciagu.

a) x+ 1,40 —1,3x+5 c) z+3, 2% v

b) —x,3x+1, -6 —x d) 22 +2, (x+1)% 422 + 1

4.5. Ciag arytmetyczny (2)

36. Przeczytaj przyklad w ramce, a nastepnie )
S . - Przykiad
wykaz, ze clag (a,) jest ciagiem arytmetycz-
nym. Wykaz, ze ciag a, =3n+4 jest
ciggiem arytmetycznym.
Obliczamy:
a) ap =4n—6 ani1=3(n+1)+4=3n+7

i wyznaczamy réznice miedzy ko-

lejnymi wyrazami ciggu:

Gp+1 — G =3n+7—(3Bn+4) =3

dla kazdego n € N .

Zatem (ay,) jest ciagiem arytme-
L tycznym o réznicy r = 3.
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b) a, = yn—5 c) ap=-5m+9

37. Oblicz roznice ciagu arytmetycznego  Cigg arytmetyczny (ay, ) o réznicy 7 jest:

(an) i okresl jego monotonicznosé. o rosnacy, gdy r > 0;

a) ap = 5n2—1 i1 = ° staly: gdy r = 0;
e malejacy, gdy r < 0.
r=ap+1 — anp =

r > 0, zatem ciag (a,) jest ciagiem rosnacym

b) an =6—"Tn

c) an =V3n+1

d) a, =[1-0,09)]n

38. Wykres ciagu arytmetycznego (a,, ) zawie-

ra sie w wykresie pewnej funkcji liniowej (ry-

sunek obok). Podaj wzér ogélny tego ciagu. e

Okresl jego monotonicznosé oraz wyznacz wy-
razy aij i aje.

39. Naszkicuj prosta, w ktérej zawiera sie wy-
kres ciagu arytmetycznego (a,,). Okre$l mono-

[

tonicznosé tego ciagu.

0
a)an:3_n b)anzfs;n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.5. Ciag arytmetyczny (2)

X
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40. Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) spelniajacego ponizsze wa-
runki. Ktéry wyraz tego ciagu jest réwny 07

a1 +a3 =0
a) |
as +ag = —8

b) a; +ag =12
as +aqg +ag =27

(11'(12:5
c) L
ay + a3 =—4

41. Dany jest ciag arytmetyczny o réznicy r = 9 —4k?. Zbadaj monotonicznoéé tego
ciagu w zaleznoéci od parametru k.
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4.6. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) wyraza sie wzorem:
aitan |
1 5 n

Sp,=a1+ax+...+a, =

42. Oblicz sume szesnastu poczatkowych wyrazéow podanego ciagu arytmetycznego

a) 3,7,11, 15,19, ... c) 13,10,7,4,1, ...
ap =3, r=414

a6 =34+ 15-4 =063

S16 =

4 5 7 8
b) —6, —4, =2, 0, 2, 4, ... d) 1,4, 5,2, 18

43. Wyznacz liczbe wyrazéw skonczonego ciagu arytmetycznego oraz oblicz ich

sume.
a) 6,10, 14, ..., 42 c) 6,55,5,42,4, ..., —18]
a; =6, r =4, n — liczba wyrazoéw
ap =6+ (n—1)-4=42
dn 4 2 = 42, stad n = 10
S10 =
d) 8,5,2,...,—25

b) =5, =2, 1, 4, ..., 286
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44. Oblicz sume, ktoérej sktadniki sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

a) 6+11+16+...+ 101 ) y+s i+ +Y

b) —4—T7—10—...—37 d) —42-44—46—...—27.2

45. Oblicz sume wszystkich liczb:

a) dwucyfrowych podzielnych przez 3, c¢) trzycyfrowych parzystych,

b) dwucyfrowych podzielnych przez 7, d) czterocyfrowych nieparzystych.
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46. Uzasadnij wzor.

a) 64+124+18+...+6n=3n(n+1) b) 44+10+16+...+(6n—2) = n(3n+1)

47. Przeczytaj przyklad w ramce i oblicz, ile
poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego:
3,5,7,9,...nalezy doda¢, aby otrzymac liczbe
255.

Przyktad
Ile poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego: 5, 8, 11, ... na-

lezy dodaé, aby otrzymad liczbe
1857
ar=51r=3,8,=185
anp =5+ (n—1)-31stad:
PGS 185 /2
3n? + Tn = 370
3n? 4T —370=0
A = 4489, VA =67

ny = _76_67 < 0, sprzeczne

N9 = 77;67 =10
Nalezy doda¢ 10 poczatkowych
wyrazow.

48. Ile poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego: —7, —5, —3, —1, 1, ... nalezy

dodacé, aby otrzymac liczbe 2097
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49. Tle co najmniej poczatkowych wyrazéw danego ciagu arytmetycznego nalezy
doda¢, aby otrzymana suma byla wigksza od 2007

a) =9, =7, =5, =3, -1, 1, ...

b) —4, =3, -2, -1,0, 1, ...

50. Dane sa okregi o promieniach 0,5 cm, 0,7 cm,
0,9 cm, ..., 2,5 cm (rysunek obok). Czy suma
dhugosci tych okregéw jest wieksza od 1 m?

51. Pierscien P, ograniczony jest okregami
o promieniach n ecm i (n + 1) cm.

a) Wykaz, ze pola pier§cieni Py, Ps, P, ...
tworza ciag arytmetyczny.

b) ObllCZP1+P2—|—P3—|——|—P99
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4.7. Ciag geometryczny (1) Py =

52. Pole pierwszego prostokata jest rowne é Pole

kazdego nastepnego prostokata otrzymujemy, mnozac
przez g pole prostokata poprzedniego.

FPs =

Podaj pole kazdego Ps =
7 prostokatow. Py =
p—1 =
P = ;} 2= 9
— [ ]

53. Dany jest ciag kwadratéw. Bok pierwszego kwadratu ma dlugo$é 1 cm. Bok
kazdego nastepnego kwadratu jest dwa razy dtuzszy od boku poprzedniego kwadratu.
Podaj pola pierwszych oémiu kwadratow.

P1:].CH12 P = P = P =
P, P, Py = Py = 16384 cm?

Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciagiem geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba ¢, ze
kazdy wyraz ciggu, oprécz pierwszego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez te liczbe: a1 = a, - ¢ dla kazdego n € N . Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciggu.

54. Wypisz sze$¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu geometrycznego (a,) o podanym
ilorazie q.

—
—

— 1 _
a)al_gaq_2 8 4, ) ) )

b)a1:_3aq:_1 ) ) ) ) )

o

)a1:167q:_}1 ) ) ) ) )
d)a1:17q:\/2 s s ) ) )

Wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,, ) o pierw-

55. Wyznacz wzoér ogblny poda- / . ) :
szym wyrazie a; i ilorazie ¢ ma postac:

nego ciagu geometrycznego. Ob-

.o . ap =ai-q" "
licz jedenasty wyraz tego ciagu.
11 11 _1 1
a) 4 —os 1, =2, ... b) =5, g0 —ar 25 - c) —4, -2, -1, —,, ...
a) = i? q= —2
An = 111 ’ _2)”/_1

aj; = 411 . (-2)10 =

=272.210 =28 = 256
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56. Uzupelnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.

a’) ’ §7 27 ) ) b) ) ) _37 97 )

57. Uzupelnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.

a’) ’ 27 ) ’ 547 b) 57 ) ) ) ) —160

[\
R
w
[
ot
e~

58. Oblicz iloraz i wyznacz wzér ogélny ciagu geometrycznego (a,).

a) a3 =—12,a4 =24

b) as = —27, as = —8

1
C) a3:4,a8:—8
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4.8. Ciag geometryczny (2)

59. Dla jakich wartosci z podane liczby sa kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego?

a) x, x+1, 2z +2

b) 3z +4, 2z, 2z +6

Jedli liczby a, b, ¢ sg rbézne
od zera, to tworza ciag geo-
metryczny, wtedy i tylko
wtedy, gdy:

=a-c

60. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciagu geometrycznego (a, ).

) a3=—3a4
a
Ao — a1 = 4

as + 8as =0
b){2 5
ag—l

as +aqs =8

{a1+a4:0
c)

4.8. Ciag geometryczny (2) 85



61. Wykaz, ze ciag o podanym wzorze ogdlnym

. LU Ciag (a,) o wyrazach réznych
Jest clggiem geometrycznym.

od zera jest ciagiem geome-
trycznym, jesli dla dowolnego

a) ap, =2-3" @, =2 3" : .
) an n+tl n > 1 iloraz aZ“ jest staty.

ant1 _ 2:3"FT1 _ :
wt =" 3, =3 dlakazdegon >1,

ciag (a,) jest zatem ciagiem geometrycznym

b) a, = 56

d) a, =31

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 jest:
® rosnacy, gdy g > 1;

e malejacy, gdy 0 < ¢ < 1;

o staly, gdy ¢ = 1.

62. Podaj sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g,
a nastepnie okresl monotonicznosé tego ciagu. Uzupelnij informacje w ramce.

a) a1 = _8a q= _87 ) ) ) ) ) Cl%g
b) ayp = _87 q= ! _87 ) ) ) ) ) Clag

Ciag geometryczny (a,,) o pierwszym wyrazie a; < 0 jest rosnacy, gdy ;

malejacy, gdy ; staty, gdy

63. Okresl monotoniczno$é ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g.

a) a;=3,g=v3-1 b) aj=4,g=1—-+/2 c) a1:§7q:\/310
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4.9. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego

64. Dany jest ciag kwadratéw o polach réwnych kolejno:
1+ 1,4, 16, 64, 256, ... Oblicz kolejne sumy pol.

$ =1 Si=
53:}1+1+4= Sg =

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢ # 1 wyraza sie
wzorem:

1—q"
1—q

Sn =a -
65. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazéw podanego ciagu geometrycznego.
a) 4, 8, 16, 32, 64, ...
b) 1,3,9,27, 81, ...

1 1 1 1
747 87 167 327 "¢

1
2
d) 5 =s & Tae0 20
66. Oblicz sume podanego ciaggu geometrycznego.
11,1 1 3,9, 27 81 243
a) 8=44+2=1+4;— ;45— c) ptity Fiet
Jest to suma oémiu wyrazow ciagu

1

geometrycznego: a; =8, ¢ = —,.

Sy =

1 1 1 1 1 1 9 , 27 , 81
b)173+9727+817243+729 d)4+3+4+16+64

67. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (ay,).

a) ag=1,¢g=-2,n=>5 b)ag=-1,¢g=—3,n=56
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68. Ile poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g nalezy zsu-
mowaé, aby otrzymac liczbe s?

a) ap =5,q=2,8=1275 b) a1 =4,q=-3,5=244
Sp=5-12" =5.172" = 502" 1)
stad 5(2" — 1) = 1275/:5
2" —1=
2N =
0 —
Nalezy zsumowac WYTazow.

69. Pole narysowanej obok figury jest
réwne 1562. Pola kolejnych prostokatow
tworza ciag geometryczny o ilorazie 3.

Oblicz pole najmniejszego prostokata.

70. Dhugosci krawedzi czterech szeSciennych pudetek tworza ciag geometryczny o ilo-
razie g Pudetka te ustawiono jedno na drugim i otrzymano wieze o wysokosci 65 cm.
Czy najmniejsze pudetko ma objetosé wieksza od 0,5 dm?3?
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71. a) Suma wyrazéw skorficzonego ciggu geometrycznego jest réwna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest réwny 9, a iloraz 4. Wyznacz liczbe wyrazéw tego ciagu.

b) Suma pigciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego jest réwna . Iloraz
tego ciagu jest réwny —%. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciggu.

72. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 3, a iloraz —2. Oblicz sume
dziesieciu poczatkowych wyrazoéw tego ciagu:

a) o numerach nieparzystych, b) o numerach parzystych.
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4.10. Procent skladany

73. Pani Kasia wptacita do banku kwote k zt. Na koniec roku bank doliczy r odsetek.
Ile wyniosa dopisane odsetki? Podaj kwote k1, do ktorej wzrosnie kapital pani Kasi
po roku.

a) k = 1000, r = 3% b) k = 500, r = 6% ¢) k= 2000, r = 4%
1000 - 3% =
key =

74. Kapital k zt wptacono do banku na lokate oprocentowana r w skali roku. Ile
razy zwiekszy sie ten kapital po roku?
a) r=20% b) r =10% c) r=5%

k+ 0,2k =12k

1.2 razy

75. Pan Michal wptacit do banku 2000 z1. ) . )
Po kazdym roku bank dolicza 5% odsetek. Kapital w wysokosci k ztozony na rok,

Oblicz, do jakiej kwoty wzroénie kapital P2y OProcentowaniu roczuym w wyso-
pana Michala: kosci r, wynosi po roku k(1 + 7).

a) po roku, b) po dwdch latach, ¢) po trzech latach.
k1 =1,05-2000 = ko = 1,05- 2100 = ks =
= 2100 [2}]

76. Na koniec kazdego roku bank dolicza 5% odsetek. Jaka kwote odbierzemy po
roku, a jaka po dwdch latach, jesli wplaciliSmy do banku 5000 zl, a od naliczonych
odsetek bank potraca podatek w wysokosci 20%7?

77. Kapital k ztozono w banku na n lat
przy oprocentowaniu rocznym 10%. Uzu-
pelnij tabele (podaj wielkos¢ kapitatu z do-
kladnoscia do dwoch miejsc po przecinku).

Kapital w wysokosci k, przy oprocento-
waniu rocznym w wysokosci r, wynosi
po n latach k, = k(1 +r)".

n 1 2 3 4 5 10
Kapital k,, 1,1k

90 4. Ciagi



78. Kapitatl 4000 zt zlozono w banku na n lat przy oprocentowaniu rocznym 7.
Wyznacz wielkos¢ kapitatu po n latach.

a) n=4,r=25% b) n=6,r=3% c) n=10,r=45%
ky = 4000 - (1,025)* = ke =
79. W tabeli podano stopy procentowe Rok 1 2 3 4 5

w kolejnych pieciu latach w bankach A, Bank A 5% 5% 4% 4% 2%
B i C. Oblicz, do jakiej kwoty wzro$nie Bank B 4% 4% 2% 5% 5%
kapital 1000 zt po pieciu latach w kazdym

z tych bankéw. Ile wyniosg odsetki? Bank € 4,5% 4,5% 3% 3% 3%

Bank A: ks = 1000 - (1,05)% - (1,04)% - 1,02 = 1216, 31 zl odsetki 216,31 zt
Bank B: odsetki
Bank C-: odsetki

80. Banki A, B i C proponujg oprocentowa-
nie lokaty terminowej w wysokosci 4% rocznie.
W banku A odsetki sa kapitalizowane co pét
roku, w banku B — kwartalnie, a w banku C

Jesli roczna stopa procentowa
jest réwna r, a odsetki sa kapi-
talizowane m razy w ciagu roku
(w réwnych odstepach czasu),

— co miesiac. W ktoérym banku po roku odsetki to kapital po n latach wzrognie
od kwoty 2000 zl beda najwieksze? O ile pro- do kwoty:

cent wzroénie kapital w kazdym z tych bankéw k(1+7)™"

po roku? "

A: ka = odsetki wzrost

B: kp =2000- (1+ 0*24)4 ~ 2081,21 zt odsetki 81,21 2t wyzrost o 4,06%
C: odsetki wzrost

81. Bank oferuje dwie lokaty dwuletnie na nastepujacych warunkach:
lokata I: oprocentowanie 3% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,
lokata II: oprocentowanie 4% rocznie, odsetki kapitalizowane co p6t roku.
Ktéra z tych lokat jest korzystniejsza?
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Zestaw powtorzeniowy |

82. Podaj cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,,). Czy jest to ciag arytmetyczny?

8) an = (n — 3)? b) a, = V2t ¢) an =n® —6n” +11n—6

83. Zaznaczone punkty (rysunek obok) naleza do wykresu vy
ciagu arytmetycznego (ay,).

a) Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej wykres ciagu (a., ).

b) Podaj wzér ogdluny ciagu (a.,).

c¢) Narysuj wykres ciagu (a,,) dla n < 6.

84. Ktoére wyrazy ciagu arytmetycznego o pierwszym wyra-
zie ayp = 8 1 réznicy r = 2 naleza do przedziatu (100;200)?

85. a) Dla jakiej wartosci @ liczby 4z + 1, 5z — 3, = + 3 sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego?

b) Liczby 3z +1, x+1, 22 — 1 sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu arytmetyczne-
go. Wyznacz te liczby.

86. Oblicz sume wszystkich liczb:

a) dwucyfrowych podzielnych przez 6,

b) mniejszych od 100, ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2,

¢) dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 7 daja reszte 5 lub 6,

d) nalezacych do przedziatu (50;150) i podzielnych przez 3 lub przez 5.

87. a) Miedzy 2 i 250 wstaw dwie takie liczby, aby wszystkie byly kolejnymi wyra-
zami ciagu geometrycznego.

b) Miedzy 5 i 80 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie byly kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego (rozpatrz dwie mozliwosci).

88. Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz monotonicznego ciagu geometrycznego (a, ),
w ktérym: a) ag =1, a5 =4, b) ag = -2, ay = —162.

89. Punkty zaznaczone w ukladzie wspotrzednych nalezg do Y
wykresu monotonicznego ciagu geometrycznego (ay,).

a) Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz ciagu (a,).

b) Podaj wzér ogdlny ciagu (a.,).

—

c) Ktéry wyraz ciagu (an) jest réwny |, 7

d) Ktére wyrazy ciagu spelniaja nieréwnosé a,, < é? (@] X
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Zestaw powtorzeniowy Il

90. a) Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 2. Suma wyrazéw drugiego
i 6smego jest o 6 wieksza od sumy wyrazéw trzeciego i dziewiatego. Podaj wzor
og6lny 1 wyznacz dwunasty wyraz tego ciagu.

b) Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 8. Suma wyrazéw piatego i si6d-
mego jest o 10 wieksza od wyrazu dziewiatego. Podaj wzoér ogdlny i wyznacz piet-
nasty wyraz tego ciagu.

91. a) Dlugosci bokdéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Najkrotszy
bok ma dlugoéé¢ 2 cm. Oblicz pole tego tréjkata.

b) Dlugosci bokéw i przekatnej prostokata tworza ciag arytmetyczny. Pole prostokata
jest réwne 48 cm?. Wyznacz dtugosci bokéw prostokata.

92. a) Wyrazy pierwszy i drugi ciagu geometrycznego (a,,) sa pierwiastkami réw-
nania 8z2 — 2z — 1 = 0. Oblicz sume szeéciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu
(rozpatrz dwa przypadki).

b) Wyrazy drugi i czwarty ciagu geometrycznego (a,) sa pierwiastkami réwnania
22 4+ 10z + 16 = 0. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartoéé¢ pierwszego wyrazu tego
ciagu?

93. Kapital k ztozony na n lat przy kapitalizacji rocznej wzrést do kwoty k1. Wy-
znacz roczng, stope procentows, jesli:

a) n =2, k=3600zl, k; = 4006,80 zt;  b) n =4, k = 5200 z1, k; = 6201,10 zl.

94. Jaka kwote ulokowala w banku pani Ania, jesli po czterech latach jej kapitat
wzrést do 1823 z1, a roczna stopa procentowa wynosita 5% (przy rocznej kapitalizacji
odsetek)? Jaka kwote powinna wplacié¢ pani Ania, aby po czterech latach, przy stopie
procentowe]j o polowe mniejszej, jej kapital réwniez wzrédst do 1823 z1?

95. Zbadaj monotonicznosé ciagu (ay).

a) a, = 20— 2n? b) anzénQ—n ¢) a, =n?>+8n—10

96. Zbadaj monotonicznos$é ciagu arytmetycznego (a,, ) w zaleznosci od parametru p.

a) an=(pP—4)n+3 b) ap = (p*> —4)n +3

*97. a) Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o pierwszym wyrazie a3 = 1 i réznicy
r= % Uzasadnij, ze ciag b, = 3% jest ciagiem geometrycznym.

b) Uzasadnij, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,), gdzie
b, = 3%, jest ciagiem geometrycznym.
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5. Trygonometria
Trojkaty prostokatne — powtorzenie

1. Oblicz obwdd trdjkata prostokatnego.
a)

7,5

2,5

By

2. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' o boku 8 cm. Oblicz obwdd trojkata ADC,
jezeli odcinek C'D jest wysokoscia trojkata ABC.

3. Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny. Oblicz obwdd tego trojkata, jesli
jego najdtuzszy bok ma dlugoéé¢ 8 cm.

4. Miara najwickszego kata tréjkata ABC' jest 15
réwna 105°. Oblicz obwdd tego trdjkata. 6
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5.1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Jezeli av jest katem ostrym tréjkata prostokatnego, to:

B
. @ .
sino = tga =} .
a
_ b
cosa = Aa
A b C
5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o. B
o
a) sina = tga = 3 3
cos = @
A 6 C
B
b) sina = tga =
4 8
cosa =
«
A 4+/5 C

6. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokatnego
o podanych przyprostokatnych:

a) 9,12
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7. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45°.

sin45° = cos45° = tg4h° =

8. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°.

sin 30° = cos 30° = tg 30° =

9. Zaznacz na rysunku kat «, dla ktorego tga = ‘é

a) b)

6 3v/2 4v/2

10. Uzupelnij jednym z symboli: >, <, =.

V]
N =

ot

- w

a) b) d
//I N ‘ .
I
o . a QE\
4 3

tg o 1 tg o 1

V2+1

tg o 1

11. Bok rombu ma dlugos$é v/5, a jedna z jego przekatnych — 4. Oblicz wartosci
funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkatow, na ktére dziela romb jego prze-

katne.
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5.2. Trygonometria — zastosowania

12. Oblicz wysokosé budynku, ktorego cien ma dlugosé x

w momencie, gdy promienie stoneczne tworza z powierzch-

nia ziemi kat «.

a) r=5m, a=>58° b) x =12 m, o = 39° =

13. Jaki kat z powierzchnia ziemi tworza promienie stoneczne,
jesli osoba o wzroscie h rzuca cien dhugosci 7 h
a) h =170 cm, z = 0,9 m b) h=180 cm, z =3 m
x

14. Przekroj poprzeczny dachu jest trojkatem réowno-
ramiennym o podstawie dtugoéci 9 m i ramionach &
dtugosci 6 m. Oblicz cosinus kata nachylenia
dachu (kat « na rysunku). Odczytaj z tablic 4

9 m

przyblizong wartos$¢ tego kata.

15. Wierzchotek S komina jest widoczny z powierzchni

L . . S
ziemi pod katem 45°, a po przejsciu 50 m w kierunku
komina — pod katem 60° (rysunek obok). Oblicz wysoko$¢
komina.
60° 45°
C B 50m A
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16. O ile wyzej siegnie szesciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do ziemi
od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7

17. Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 5°.

a) Jaka réznice pozioméw pokona po przejéciu 0,5 km?

b) Jak dlugo musialby i8¢ ta droga z predkoscia 4,5 km/h, aby pokonaé réznice
pozioméw réwng 130 m?

5.3. Rozwiazywanie trojkatéw prostokatnych

18. Rozwiaz trojkat prostokatny.

)

4v/2 a= a= 8=
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19. Rozwiaz trojkat prostokatny.

a) cosa = 0,8746

b) tga = 0,4663

C

20. Oblicz pole i obwdd tréjkata rownoramiennego:

a) o ramieniu dlugosci 4 i kacie przy podstawie 37°,

b) o podstawie dlugosci 10 i kacie miedzy ramionami 70°,

c) jesli kat miedzy ramionami jest dziesie¢ razy wickszy od kata przy podstawie,
a najkrotsza wysoko$¢ jest rowna 2.
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21. W tréjkacie ABC kat C AB ma miare 54°, a |AB| = 10. Oblicz dlugo$é¢ odcinka
AD, jezeli:

a) AD jest dwusieczna kata CAB, b) AD jest $rodkowa.
A A
C D B C D B

22. a) Oblicz dtugosci przekatnych rombu, ktérego bok ma dlugos$é 5 cm, a kat ostry
ma miare 48°.

b) Oblicz obwdd i pole trapezu réwnoramiennego o podstawach dlugosci 8 cm i 10 cm
oraz kacie ostrym 72°.
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5.4. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

W tréjkacie prostokatnym:

B
o __a _ b __a
sina = cosa = _, tga =4
Podstawowe tozsamos$ci trygonometryczne ¢ a
Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwe sa zaleznosci: -
1.2 2 __ sina
sin o + cos” o = 1, tga= 0% A b C

23. Dokoncz dowdd jedynki trygonometryczne;j.

sin? o + cos? a = (2)2 + (2)2 = Z; + fi =

24. Napisz tozsamosé trygonometryczna, ktérej uzasadnieniem jest podana réwnos$é
(przy oznaczeniach z powyzszego rysunku).

(SRR o NNl
=

25. Oblicz wartosci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:

a) sina = 3, ) cosa = .,
sina + cos?a =1
a2
(i) +cos?a =1
2
oo =1 ()" =
coslov = \{17
. __sina __
tga = cosa
b) cosa = 0,1, d) sina = 2.
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26. Korzystajac z tozsamosci: tg? a+1= __ L,

oblicz wartosci pozostalych funkcji

trygonometrycznych kata ostrego «, jezeli tga = 4.

27. Korzystajac z tozsamosci: tg% LT1l= Sin12 .» oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
a) tga =7, b) tga:},}, c) tga:gé.

28. Czy istnieje kat a, dla ktérego:

1

a) sina = ‘ég i sin(90° —a) = 5,

)

) sin

sin(90° — a) = cos

=
o

osa = ‘25 i cos(90° — ) = 2\5/5,
a=2 i sin(90°—a) =2,

d) tga =2 i tg(90° —a) = V27

cos(90° — ) = sin«

tg(90° —a) = .}

o
n
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5.5. Funkcje trygonometryczne kata wypukiego (1)

29. Podaj wspélrzedne trzech
punktéow lezacych na ramieniu
koncowym kata a.

a) o = 45°
Y
45°
(0] X
b) a =90°
Y
90°
(0] X

Rozpatrujemy katy umieszczone w uktadzie wspot-
rzednych.

o Poczatek uktadu jest wierzchotkiem kata.

e Jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem po-
czatkowym, zawiera sie w dodatniej pétosi OX.

e Drugie rami¢ zwane jego ramieniem koncowym,
jest odlozone w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara.

c) a =135°
Y

135°
(0] X

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem lezacym na ramieniu koricowym
kata a € (0°;180°), réznym od poczatku uktadu wspoétrzednych.

Wtedy:

sina =Y, cosa=%, tga=Y (z#0), gdzie r = /2 + y2

=9

Va
yb‘g@w
a) |

ol = X

30. Punkt P(4,3) lezy na ramieniu koncowym kata a. Oblicz wartosci funkeji try-

gonometrycznych tego kata.

v P(4,3)
xr = Yy = r:\/x2+y2:
sina =Y = cosa = 1 A
«

31. Punkt P lezy na ramieniu koncowym kata o. Wyznacz inny punkt o obu wspot-
rzednych catkowitych lezacy na tym ramieniu. Oblicz wartosci funkcji trygonome-

trycznych kata a.
a)
Y

[y

o)

b)

—
=
w

~

o 1 X
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32. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata o.

a) y - b) Y
P@2.1)

1
1

o] 1 X O 1X

r=2y=1

7.:\/:];2_‘_y2:
v\/22+12:\/5
sma—y—\} V5

5 5]
COS v =

tga =

33. Punkt @ lezy na koncowym ramieniu
kata a. Znajdz punkt P o obu wspolrzed- Dlia danego kata ey bér punktu P(z,y)
nych catkowitych lezacy na ramieniu tego ~ 16Zacego na ramieniu korcowym tego

kata. Wyznacz wartosci funkcji trygono- izf:- 1;1‘3 ;Ilayijl};?éurnj vﬁ;fmftown_
metrycznych kata o. Y p 20 8 y2.

a) Q(3,3) b) Q(—3,3)
Y Ve Y
()
1 - T~ 17
« \ «
ol 1 X ol 1 X

34. Skresl punkty, ktore nie naleza do ramienia koncowego kata a.

a) tga = 3, a € (0°;90°) P(1,3), Q(3,1),  R(2,6)
b) tga = 2, € (0°;90°) P(4,10), Q(10,4), R(5,2)
c) tga=—2, € (90°;180°) P(=5,3), Q:—=3), R(=3:5)
d) tgor=—2, € (90°;180°) P(2,-3), Q(-6,9), R(-1,3)
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Dla « € (0°;90°) zachodza nier6wnosci: sina > 0, cosa > 0, tga > 0.
Dla « € (90°; 180°) zachodza nieréwnosei: sina > 0, cosa < 0, tga < 0.

35. W miejsce wpisz ,+", gdy wyrazenie jest dodatnie oraz ,,—”, gdy jest ujemne.
a) sin132° - tg 94° d) sin37° - cos137° - tg 137°

b) sin68° - cos 102° e) sin91°-tg92° - tg117°

c) cos96° - tg 143° f) cos166° - cos179° - tg 95°

« 0° 90° 180°
sinae 0 1 0

36. W miejSCG WPiSZ n:” lub 777&”'

a) sin 60° - cos 90° - tg 30° 0.
cosaw 1 0 -1

b) sin45° - sin 90° - tg 60 0. tga 0 x 0

¢) sin30° - cos 180° + cos 60° - sin 90° 0.
d) sin30° - sin 180° — sin45° - cos 0° — cos 45° - cos 180° 0.

Dla dowolnego kata a € (0°; 180°) prawdziwe sa zaleznosci:

=tga dla a # 90°

. sin «
1. sin® a4+ cos?a = 1 2.
COS &«

37. Uzasadnij, ze dla dowolnego o € (0°;180°), av # 90° zachodzi réwnosé.

a) sina —tgacosa =0 b) tg?a-cos?a+ cos?a =1

38. Oblicz: cos? o i cosa, jesli o € (90°; 180°) oraz:

a) sina = 3

, b) sina = 2, ¢) sina = ‘/55.

39. Oblicz: sin? a i sina, jesli a € (90°;180°) oraz:

a) cosa = —3, b) cosa = — 3, c) cosa:—‘{%)o.
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5.6. Funkcje trygonometryczne kata wypukiego (2)

40. Punkt P(z,y) nalezy do ramienia
konicowego kata «, a punkt P (—z,y) —
do ramienia koncowego kata 180° — a.
Korzystajac z rysunku, uzasadnij toz-
samos¢. O| X
a) sin(180° — ) =sina  b) cos(180°—«a) = —cosa  ¢) tg(180° — a) = —tga

tg(180° —a) = ¥

x

_y
tga = e
zatem

tg(180° — a) = —tg

41. Oblicz sina i cos o. Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé sin® a + cos? o = 1.
a) o = 120°

b) o = 135°

¢) a = 150°

sin 150° = sin(180° — 30°) = sin 30° = }
cos 150° = cos(180° — 30°) = — cos 30° = — V3

2
sinfateosta= (3)° + (=) =+ i =1

42. Korzystajac z rysunku, oblicz tg(180° — ).

a) b) c)
Y Y / Y / (3.7
P(3 2) / {202
) P(4,1) __— ) ) /
— 2\ a
ol 1 X ol 1 X O] 1 X
tga =1 =3

tg(180° —a) = —tga = —3
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43. Oblicz.
a) cos 120° — sin 30°

cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos60° = —?

27
Zatem cos 120° — sin 30° = 7; + 3 =0

sin 30° = %

b) cos135° - tg 150°

c) sin120° - tg 120°

44. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Narysuj kat o € (0°;180°), taki ze tga = —3. Oblicz sina i cos .
Wiemy, ze tga = ¥, wiec punkt P(—2,3) nalezy do ramienia koncowego kata a.

Zaznaczamy ten punkt w uktadzie wspolrzednych i rysujemy kat a.

r=|0P| = /(-2 432 = V13 '
3 _ 313 P(=2,3)
e — Y
stad sina = 7 = J13= 13 \\1’
_x _ =2 _ 213
ST T Vs T T s o] 1x
Znajac tg « narysuj kat a € (0°;180°) oraz oblicz sin «v i cos a.
a) tgor=— b) tga = — ) tga=—7
. 45. Oblicz.

a) cos 120° +sin 150°

) sin 135° —cos 135°

) cos 150° +sin 120°

tg 1350 tg 1200 -tg 1500 tg 60° —tg 1500
b) tg 120° —cos 30° ) tg 135°+cos 45° ) tg 120° —cos 30°
sin 120° sin 45°-cos 135° cos 150°4-cos 60°
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46. Uzupelnij tabele, a nastepnie oblicz wartos$é

wyrazenia. a  30° 45° 60°
: 1
a) sin45° + cos45° sina
1
b) sin 30° - cos 60° + sin 60° - cos 30° cos 5

¢) sin2 60° + cos? 60° tgx L
47. Dany jest trapez rownoramienny o podstawach dlugosci 3 cm i 9 cm, ktérego

obwdd wynosi 22 cm. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata zawartego
miedzy dtuzsza podstawa trapezu:

a) a jego ramieniem, b) a jego przekatna. b\

48. 7 tarasu widokowego wida¢ brzegi rzeki pod 30 p
katem o = 50° 1 § = 65° (rysunek obok). Oblicz
szerokosé rzeki.

49. Wyznacz kat ostry a spelniajacy podany warunek.

a) 2cosa = Z _ 1rcosa b) dsina+4 = (1++3)? ¢) sina+1=

2 2—/2

50. Przekatne deltoidu maja dlugosci 10 cm
i 16 cm (rysunek obok). Kroétsza przekatna dzieli
dhuzsza w stosunku 3:1. Korzystajac z tablic
wartosci funkcji trygonometrycznych, wyznacz
przyblizone miary katow tego deltoidu.

51. Wyznacz przyblizone miary katéw rombu, ktérego jedna przekatna jest dwa razy
dtuzsza od drugiej.

Y
52. Wyznacz wartoéci funkcji trygonometrycz-
. Co . R Q P
nych kata, do ktorego ramienia konicowego nalezy
punkt: 1
a) P, b) @, ¢) R. ol 1 e

53. Podaj dowolny punkt lezacy na ramieniu koncowym kata a. Oblicz wartosci
pozostalych funkcji trygonometrycznych kata «.

a) tga =2 b) tga =1 c) tga=—1

54. Uzasadnij, ze jesli a € (0°;90°), to zachodzi réwnosé:

a) sin® a + cos?(180 — a) = 1, b) 1 — cos? a = sin?(180° — ).
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55. Oblicz wysokos¢ trdjkata opuszczona na bok dlugosci 12, jezeli katy przy tym
boku sa réwne 30° i 45°.

56. Dany jest trapez prostokatny o podstawach dlugosci 2 cm i 14 ¢cm i obwodzie
34 cm. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata, jaki z dluzsza podstawa
trapezu tworzy:

a) jego dluzsze ramie, b) jego dluzsza przekatna.
D C
57. Przekatne trapazu przecinaja sie pod katem pro-
stym w punkcie P (rysunek obok). Punkt P dzieli
przekatna AC' na odcinki o dlugosciach 6 cm i 2 cm, P
a przekatna BD ma dlugosé¢ 6. Wyznacz, z doktad-
noscia do 1°, katy ostre tréjkata:

a) ABP, b) APD, *c) ABD.

A B

58. Wyznacz liczbe t > 0 spelniajaca podane rownanie. Podaj kat ostry «, dla
ktorego sina = t.

a) (2t—1)(2t+1)=2 b) 2(t—1)2+2(t+1)>=5 c) 2(t—1)2=3—4t
59. Wykonaj odpowiedni rysunek i uzasadnij, ze punkt P(1,/3) nalezy do ramienia

koncowego kata 60°. Korzystajac ze wspolrzednych punktu P, wyznacz wartodci
funkcji trygonometrycznych kata 60°.

60. Podaj kat, do ktérego ramienia koncowego nalezy punkt P. Wyznacz wartosci
funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(2v/3,2) b) P(—1,v/3) ¢) P(=3,v3)
B Y

61. Dany jest tréjkat OAB (rysunek obok).

Podaj:

a) wartosci funkeji trygonometrycznych katéw

BOAiOAB, il

b) przyblizone miary katéw OAB i ABO. ol 1 AX

62. Oblicz.

a) cos60° - (sin 0° + v/3sin 120°) d) tg120° - tg 135° - tg 150°

b) (cos135° — cos45°) - tg 135° e) sin?30° + sin? 120

o) sin 60° —cos 150° f) cos® 25° +sin® 155°

tg 150° sin 150°
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